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THEOREME 7.10 (Formule de changement de base). Soient B,%8, C V et B, B, C W des
bases de V et W. On a la relation

matg: 2, (p) = matg g (Idw).matg z(p).matyg 4, (Idy).
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DEFINITION 7.9. La matrice carree de taille d = dim V,
maty », = maty », (Idv)

est appelle matrice de changement de base, de la base A a la base A, ou encore la matrice de passage
de B a B,,.

Sa j-ieme colonne est formee par les coordonnees du j-ieme vecteur e,; exprime comme combi-
naison lineaire dans la base B. La formule de changement de base se reecrit alors

mat g ,.(p) = matg g .matg z(p).maty gz, .
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DEFINITION 7.10. Deuz matrices M, N € Mg «q(K) sont dites equivalentes si il existe des
matrices inversibles A € GLy (K), B € GL4(K) telles que

N = A.M.B.

Par la formule de changement de bases on a:

PROPOSITION 7.8. Deux matrices M, N € Mg «q(K) sont equivalentes ssi il existe V' de di-
mension d et W de dimension d', des bases B,B, CV et B', B, C W et une application lineaire
@ : V= W telle que

M = matg 4(p), N = matz: 2, (¢)



PROPOSITION. La relation "etre equivalente” est une relation d’equivalence (reflexive, symetrique,
transitive) sur Mg «q(K).

THEOREME 7.11. Soient M, N € My «4(K). Les conditions suivantes sont equivalentes
(1) M et N sont equivalentes,

(2) rg(M) =rg(N),
(3) M et N sont equivalentes a Ly «q(r).

ocr =< m(dd)



DEFINITION 7.11. On dit que deux matrices M, N sont semblables ou conjuguees si il existe
C € GLy(K) tel que
N=CMC™

La relation "etre semblables” ou “etre conjuguees” est une relation d’equivalence.
Une classe d’equivalence pour cette relation, [’ensemble des matrices de la forme

M*®:= Ad(GLg(K))(M) = {C.M.C™!, C € GL4(K)}
est appellee classe de conjugaison (de M ) et on note
My(K)* = {M*} = My(K)/ ~

l’ensemble des classes de conjugaison.

PROPOSITION 7.9. Deux matrices M, N € GL4(K) sont semblables ssi M et N sont les matrices
d’un meme endomorphisme dans des bases convenables: il existe un espace vectoriel de dimension
d, V, deux bases B, B, CV et une application lineaire ¢ : V +— V telle que

M = matz(p), N =matyg (¢).
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PROPOSITION 7.10. La conjugaison Ad(C') est un automorphisme de l’algebre My(K):
(1) Linearite: On a Ad(C)(A.M + N) = AAd(C)(M) + Ad(C)(N).
(2) Multiplicativite: Ad(C)(M.N) = Ad(C)(M).Ad(C)(N).
(3) Inversibilite: Ad(C) est bijective et Ad(C)~! = Ad(C1).



5"'30*\ aclyomie
A \a

PROPOSITION 7.11. On dispose donc d’une application
Ad(e) : C € GLy(K) — Ad(C) € Aut(My(K)) ~ GLg2 (K)

appellee application adjointe.
L’application adjointe Ad(e) est un morphisme de groupes et definit donc une action a gauche
GL4(K) ~ My(K). Son noyau est forme par les matrices scalaires:

ker Ad = K *Id.
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DEFINITION 9.1. Les operations elementaires sur les lignes d’une matrice sont les applications
suivantes de Mg xq(K) vers My «q(K): pouri,j € {1,---,d'} et A€ K* et p € K

(I) Transposition: Echanger deux lignes i # j < d' de M:

(II) Dilatation: Multiplier la i-eme ligne par un scalaire A # 0:
Lflj — )\LL

(1II) Combinaison Lineaire: Additionner a la ligne i un multiple scalaire de la la j-ieme ligne pour
1 £ 7 peK
L/,f — L, + /LLJ'









PROPOSITION 9.1. Ces trois operations sont des applications lineaires bijectives

(1), (1), (I11) = Myya(K) > My a(K). A)\ N OQM
n
Teawve Ow va volv gwe ’cvwwg @ce an ¥,
1 i
@ > tm&u\md oS go»C] downee
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PROPOSITION 9.2. Les trois operations elementaires sont obtenues par multiplication a gauche
de M par des matrices convenables: pour 1 <i# j < d’

(I) Tjj.0: M T;;.M
(II) D; 5.0 : M+ D; .M
1) Clij .0 M Clij ..M.
sk Ik

ou les matrices carrees T;;, D; , Clij, € My (K) sont definies par:
Tij =1dg — By — Ej; + Ey; + Eys.
Dix=Ildg +(AN—=1).E;, A#0
Clij=1de +p.Eij, i #J ou p# —1 si1=j.
DEFINITION 9.2. Les matrices
Tijy Dix, X#0, Clij,

pouri,j <d, N#0, et sii=j, un# —1 sont appellees matrices de transformations elementaires.
“. n P«LG ce%w;)w QA ma:}mcw
[ 4

iy avec wm‘J W (L£ c()/Q,M aves.
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DEFINITION 9.3. On dit que N est ligne-equivalente a M ssi il existe une suite de transformations
elementaires qui transforme M en N.

— De maniere equivalente, N est ligne-equivalente a M ssi il existe une suite finie de matrices
des transformations elementaires telle que N est obtenue a partir de M par multiplications a gauche
par cette suite de matrices.

~

|| | O
2 22| O |
\2\21 O




PROPOSITION 9.3. La relation etre "ligne-equivalente” est une relation d’equivalence sur Mgy q(K).
— De plus deux matrices M, N ligne-equivalentes sont equivalentes au sens de la notion d’equivalence
de deux matrices de la Definition 7.10.

COROLLAIRE. St M et N sont lignes equivalentes alors
rg(M) = rg(N).

1' Pcm cau:he/ chtu,iva,()[ml'{_

| t\i‘ﬁ%“& | > Q\‘ém-u‘w{ volnTe

Preave - R"%QD‘NL ™ ’—\c"SH



RW\T N N“SH sl 'Q Cyfs+L vg)

" mm*\&wSeQL'thé Jeww CQL()\é,u&A
T Tt

/ T

N-To TN

QL T C;ovt\ lw\x/\,s/drvoﬂ-s eﬁ Cmuj
de maclv\aﬂ e TELs.






De plariTu. Tie SLy(K)
don  N.AHRTDY

d;NC”J)[ CI\V\,W @ Hc

(H - )

\

L—\
LJT’




PROPOSITION 9.4. Si N € My xq(K) est ligne-equivalente a M alors toute ligne de N est
combinaison lineaire des lignes de M :
Vi < d', Lig;(N) € (Lig,(M),--- ,Lig, (M)) C K¢
et inversement les lignes de M sont combinaisons lineaires des lignes de N. En particulier les SE'V
engendres par les lignes de M et de N sont les memes

(Lig, (M), - ,Ligy (M)) = <Lig1(M), .. =Ligd’(N)> c K4
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DEFINITION 9.4. Une matrice M = (m;;) € Mg «a(K) est echelonnee si elle est nulle ou bien si
(1) Nl existe l <r<detl<j <---<jr<d tels que
— Pour la ligne Ly, le premier terme non-nul est le ji-ieme: on a my; = 0 pour tout

J<J1 etmyj, #0,
— Pour la ligne Lo, le premier terme non-nul est le ja-ieme: on a mg; = 0 pour tout

J <J2 et myj, #0,

— Pour la ligne L,, le premier terme non-nul est le j.-ieme: on a m,; = 0 pour tout

J<ijretmyj #0
(2) Sir <d les lignes L,11,--+ ,Lq sont toutes nulles.

Si M est non-nulle les j; < --- < j, sont appeles les echelons de M et les m;j,, 1 <1 < r sont les
pivots de M.
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DEFINITION 9.5. Une matrice est echelonnee reduite si le seul coefficient non-nul d’une colonne
contenant un pivot est le pivot lui-meme et il vaut 1:

— pour tout 1 =1,---,7r
mwzzl

— Pour touti=1,---,rettout 1 <i' #1<d, ona
mi/jizO.

o O O O
o O O -
©©©§
v
o O = O
O = O O
3
Q,



THEOREME 9.1 (Gauss). Toute matrice est ligne-equivalente a une matrice echelonnee reduite.
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PROPOSITION 9.5. Deux matrices ligne-equivalentes et echelonnees reduites sont egales.

COROLLAIRE 9.1. (Unicite de la forme echelonne reduite) Soit M € My «q(K) une matrice alors

M est ligne-equivalente a une unique matrice echelonnee reduite (qu’on appelle la forme echelonnee
reduite de M ).
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Colod du R%

PROPOSITION 9.6. Si M et N s alentes

rg(M) =rg(N).
Ensuite on a
PROPOSITION 9.7. 57 R est echelonnee avec r echelons alors

rg(R) = .
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PROPOSITION 9.8 (Critere d’inversibilite par operations elementaires). Soit M € My(K) une
matrice carree alors M est inversible ssi M est ligne equivalente a la matrice identite 1dg.
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